Analisi Il : problemadi Cauchy

E-school di Arrigo Amadori

Analis |1

Problema di Cauchy

Il problemadi Cauchy € alla base della teoria sulle equazioni differenziali le quali costituiscono
uno dei capitoli centrali dell'analisi.

In generale, il problemadi Cauchy consiste nel ricavare una o piu funzioni le cui derivate sono
date da una ulteriore funzione della variabile indipendente, delle funzioni stesse ed eventual mente
delle loro derivate. Le funzioni trovate, detti integrali, devono poi soddisfare certe condizioni iniziali.

L atrattazione esposta in questo capitolo € limitata al campo reae. L'estensione al campo complesso
e immediata.

01 —Problemadi Cauchy in Rx R diordine 1.

Siano | =[a-0,a+d] e J=[b-h,b+h] dove d e h sono due numeri reali positivi. Sia

A unapertodi R? esia | xJ sottoinsemepropriodi A . Sia f: A — R unafunzione continua
su A . Graficamente :

» FIE
a+h /
J ]
N A
a-h
0 a-i a a+i u
I

M =mazx F{ERY

Sa esa ME =4 of esigtaun numero reale positivo L taleche:

|7 ()= x| = Ly - vy

condizione di Lipschitz

per ogni X appartenentead | e per ogni M e M appartenenti a J.

Allora (omettiamo la dimostrazione) esiste unaed una solafunzione ¢@: |1 - R taleche:
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-1- @ econtinuaassieme alla sua derivataprimasu |
-2- @@=b

-3- @x) appartienea J per ogni x appartenentead |
-4- @(x) =f(x, @X)) perogni x appartenentead | .

Lafunzione @ cosi definitasi chiama soluzione o integrale o curva integrale dell'equazione
differenziale y' =f(x,y) soddisfacentelacondizioneiniziale y(a) =b.

Sinteticamente, possiamo affermare che il problemadi Cauchy qui descritto corrisponde
all'equazione differenziale :

y'=flxy)
con lecondizioni inizidi :
yla)=4

il cui integrale & lafunzione:

y=olx)
Graficamente :
t t
y angeq e FIE
a+h \\

Mk
':.F'

T

£

a-h
_~—~/"> curva integrale

0 a-o a a+o W

Lacurva @ halaparticolaritache in ogni suo punto la sua derivata € uguale a valore che hala
funzione f nel punto stesso. Questo € cio che contraddistingue il problemadi Cauchy.

Per esempio, nel punto iniziale (a,b) larettatangente t alacurva haequazione:
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y:b+|:x—c::|f|:.:x,b:|

Quanto affermato soprasi limita ad assicurare I'esistenza di una soluzione dell'equazione
differenziale. Non viene indicato nessun metodo per trovare lamedesima. Si rimanda per
questo il lettore ad uno dei tanti testi completi in materia.

Riportiamo qui due semplici esempi che utilizzano il cosiddetto metodo dell'integrazione per
separazione delle variabili.

Esempi :
-1- y'=xy conlecondizioniiniziai (a,b)=(1,1).

L 'equazione puo essere scritta come :

dy
—_= X

fx 7
dacui, separando le variabili, sl ha:

lcfy = xdx

Y

A questo punto si puo integrare ambo le parti. Si ottiene cosl :

1
It ly|= —xi 4
E dove c eunacostante
equindi :
1l 2
=K+
y=e?
1
c=——
Sostituendo le condizioni iniziali s ricava 2 per cui S ottiene infine :
1, 1
y=gl 2

che e la soluzione cercata. Graficamente (adestradi 1) :

file:///C|/Programmi/Apache%20Group/Apache2/htdocs...dori/lezioni/ProblemaDiCauchy/ProblemaDiCauchy.htm (3 of 11) [13/10/03 8.31.57]



Analisi Il : problemadi Cauchy

in

-1 0y2
=10 Cx2 ] in

= st X
-2- Y conlecondizioni iniziai (a,b)=(0,1).

Integrando separando le variabili si ottiene facilmente :
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¥ =n—2cosx+2r dove ¢ & unacostante.

o=
Sostituendo le condizioni iniziali s ricava

el N

dacui s ottieneinfine:

y=of—2eosx+3

che e la soluzione cercata. Graficamente (adestradi 0):

10

-10 0y)
=10 w2 ] in

r

W' = zintxlfy
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b I N LA

02 —Problema di Cauchy in R x Re di ordine 1.

Siano A unapertodi RxRe, (a, b) appartenentead A, d e h numeri reali positivi,
I=[a-d,a+9] , S(’b”gﬂj (lachiusuradellasferaapertadi centro b eraggio h) e
EKS[’E}’MCH .Saf:A S5Re, fz(fl""’f“:l , continuaed esistail numero L reae

|j?-(x,y1:|—fj|:x,,}fg :||£L|lyl_~}?3 || per ogni [I,_}’lj (L-}?j) appartenenti

x|
a ENEE) dove j=1, 2, ..., n. Sepoi ""ﬂ“ﬁ)“f ,sia M&-fn =k

Allora (omettiamo la dimostrazione) esiste una ed unasolafunzione @: 1 - Re taleche:

positivo tale che

-1- @ econtinuaassieme alla suaderivataprimasu | (si intende ogni componentedi @)

_2- @@=b (ciod ?ilal=; perj=1,2,..n)

-3- @x) appartienea S(b, h) per ogni x appartenente ad |

-4-  @(x)=f(x,@Xx)) perogni x appartenentead | (cioé E?;'(I)zfi"(I"Pl(I:'“-w‘Fx(ID
conj=1,2 ..,n)

Sinteticamente, possiamo affermare che il problema di Cauchy qui descritto corrisponde
al sistemadi equazioni differenziali :

=f1|:*’f F1- ---Ju:'

con le condizioni iniziali :
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’.}"1(':1:'=b1
{J’:[ﬂjl:bz

| vala) =2,

I cui integrali sono le funzioni :

P.:"PIZ‘PII:I:I
IBg =E?2(I]
Ve = @lx)

Graficamente, nel caso R x R2:

¥
P10 b curva inkegrale
2] "2 L s %l

| I’ \ b, v,

a

q:\
a+o ‘Y 1
[a. I:n1 . t'E]

’

03 —Problema di Cauchy in R x Re di ordine n.

Siano A unapertodi RxRe, (a, b) appartenentead A ,d e h numeri reali positivi,
|=[a-d,a+9] , ,5*[,5;.,;3} (lachiusuradellasferaapertadi centro b eraggio h) e

EKS[E}’&] c A .Sla f: A - R continuaed esistail numero L reale positivo tale che
Lz )= £l ) = Ly - 3| oer ogn () o [%.2) appartenenti a Ix8bk]

oo M= maz ||f(x.7]] o Bl+2)an <k asfasp

Allora (omettiamo la dimostrazione) esiste unaed unasolafunzione ¢@:1 - R taleche:
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-1- @ econtinuaassieme alle sue derivate primefino alan-smasu |

Sinteticamente, possiamo affermare che il problemadi Cauchy qui descritto corrisponde
all'equazione differenziale :

7= flryy, D)

con lecondizioni iniziali :

yia)=5
) .}’r(ﬂ):bg
P Ha) =4,

il cui integrale & lafunzione:
y=plx)

Sussistono i seguenti teoremi (omettiamo le dimostrazioni) :

-1- Postelecondizioni di cui a paragrafo - 01 -, eccetto la condizione di Lipschitz,

esistono alloradue funzioni L 78R g Wil R

soddisfacenti i punti 1-4
del suddetto paragrafo tali che ‘P(I )EW(I :I per ogni X appartenentead | . Se

poi ar:d — R soddisfale medesime proposizioni allora :p(x:lim(x:liw[x:l
per ogni X appartenentead | .

Si dicealorache @ e Y sono rispettivamente l'integraleinferiore el'integrale
superior e dell'equazione differenziale y' = f(x , y) relativamente a punto (a, b) .

Questo teorema € molto importante perché generalizzail problemadi Cauchy in
assenza delle condizione di Lipschitz.
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Esempio :

W 1E:
. Sial'equazione differenziae ¥ =¥~ con condizioni iniziali (a,b)=(0,0).

_2.203
Lafunzione f[;':,_;u:l_Sy non ¢ lipschitziana. Infatti non esistenessun L >0

tale che |f[x,y1:|—f[x,y3 MELb}l —y2| sia soddisfatta per ogni (x.) e

[LJ“::' appartenenti ad un opportuno rettangolo | x J. Per provare questo

_ 0-3y*7 = In-
0 e}'?3_--1”?,cony>0,edoss>ervareche| Y | | ‘}?|
L

bastaporre #1 =

13
a3 =

ovvero TS Ly ovvero 3 non émai soddisfatta per un fissato

=13
L >0 perché Y diverge per y =0 :

L'equazione differenziale non ha allora una soluzione univoca, maun integrale
inferiore ed uno superiore che sono rispettivamente :

12:‘[‘_{:|<;::3-,x5[:1

Ox =0
e:
0x=10
i'HF[I:I<;:3;;: =[]
Graficamente :

¥
Tx__x
fan
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_2-

-3-

_4-

Ogni atra soluzione &€ compresa fra queste due curve.

Poste le condizioni di cui a paragrafo - 02 -, eccetto la condizione di Lipschitz,

g —= R

esiste unafunzione che soddisfai punti 1 -4 del suddetto paragrafo.

(della dipendenza continua dell'integrale dai valori iniziali) Sia A un aperto
d R2esaf:A - R continuasu A . Sia (a, b) appartenentead A esiano | e J

dueintervalli compatti di R.Sia J unintervallodi R esia a €f,pe S/ xS A :

. f
Supponiamo che esista una ed una sola g ixJ =R tale che ¢ siacontinua

assieme allasuaderivataprimasu | per ogni B appartenentea J, @x, )
appartengaa J per ogni (x, 3) appartenentea I xJ ,@x,B)=B e

@:;‘[L@(Lﬁn

per ogni (X, ) appartenentea | x J . Allora:

i o{x. )= p{x.5)

per ogni X appartenetea | .

Graficamente :
¥
gﬁﬂj[ﬁfb]
by NP Bl
0 a "
I

|| teorema e valido anche per il sistemadi equazioni differenziali i =fj-[x,y1 """ yﬂ:l

con j=1,2, ..,n.

(della dipendenza continua dell'integrale dall'equazione) Sia A un aperto
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d R? esaf:A - R continuasu A . Siano St AR funzioni continuesu A
per ogni n naturale. Siano | e J dueintervalli compatti di R tali che (a, b)

appartengaad £ Y ©A  Esstaunaed unasolafunzione @:1 — R continua
assieme allasuaderivataprimasu | taleche @@a) =b , @) appartienea J e

@(x) = f(x , ®(x)) per ogni x appartenentead | e, per ogni n,siano Fr - [ =R

continue assieme alle loro derivate primesu | tali che P IZ.::):E:- , ‘FNI:I:'E”T e

7, lz)= 1, (% @, lx))

per ogni X appartenentead | . Allorase Jo uniformementesu | x J, s ha:

Py =P uniformementesu | .

Graficamente :
[
P
=g
J b
f—— I:-Fn
1 a "
I

r —
|| teorema & valido anche per il sistemadi equazioni differenziali Vi _fi'(x’yl""’y”]

conj=12..n.
Fine.
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